EMPIRIJSKE VJEROJATNOSTI

empirijska vjerojatnost za niz u opadanju: F(X>x,_) = m/N (a)
empirijska vjerojatnost za niz u porastu: F(X<x, )= (N-m+1)/N

obzirom da je: F(X>x_,)+ F(X<x, ) =1

vrijedi: F(X>x, ) =1 - F(X<x_,) =1 - (N-m+1)/N = (m-1)/N (b)
usporedba (a) 1 (b) navodi na zakljucak da je: (m-1)/N < F(X>x,_ ) < m/N

Zbog toga su mnogi autor1 predlozili
kompromisne 1zraze za empirijsku vjerojatnost.

primjer iz tablice:  F(X>a;)=m/N =3/6=1/2 ()
F(X>a;) =(m-1)/N=(3-1)/6=2/6=1/3 (b)
zakljucak: 1/3 <F(X>x,) <1/2
Redni broj 1 2 3 4 5 6
a,> | a,> | a,> | a,> |a;> | a

niz u opadanju

niz u porastu




KOMPROMISNI IZRAZI ZA EMPIRIJSKU VJEROJATNOCU

Hazen: F(XZ_X‘):M Blom: F(X >x)= m=3/8
2N N+1/4

3m—1
7. . m Tukey: F(X>2x)=—
Weibull: F(X>2x)=——
L za)=——s 3N +1
m—0,44
v : — ' - F(X =2x)= 2
Cegodajev: F(X2>2x)= m=bs | CHngerizn £ 2 N +0,12

N+0,4




PARAMETRI EMPIRIJSKIH RASPODJELA VJEROJATNOSTI

Tablicni pregled ucestalosti (frekvencija) i odgovarajuci
orafiCki prikazi (krivulje trajanja i ucestalosti) predstavljaju
jedan vid organiziranja serija podataka hidroloskih mjerenja.
Njihove numericke karakteristike interpretiraju se slijedeé¢im
vrstama parametara:

- Parametri koji karakteriziraju centralnu tendenciju i lokaciju
raspodjele ucestalosi: srednja vrijednost, geometrijska sredina,
harmonijska sredina, medijana, mod,

- Parametri koji kvantificiraju (pokazuju) disperziju vrijednosti
slucajne varijable oko srednje vrijednosti:

interval varijacije, varijanca, standardna devijacija, koeficijent
varijacije i dr.

- Parametri s kojima se precizira (odreduje) asimetrija i
spljostenost krivulje ucestalosti:

koeficijent asimetrije, mjera spljoStenosti.




NajcCesce statistiCke obrade hidrolosSkih veli¢ina

WO .
o\‘ v

I
|
|
|
1
|
|
[
I
|
|
I
T
1

L = ___I
_I

|
1
I
|
I
|
I
I
I
|
|
T
3

f=(K) o :

Vremenska serija hidroloske varijable s krivuljama ucestalosti: (1) svih ¢lanova uzorka,
(2) maksimuma, (3) minimuma, (4) srednjih vrijednosti specificiranith vremenskih intervala



NajCeSce vjerojatnosne analize u hidrologiji

Temeljem vremenskih serija hidroloskih podataka naj¢esce se provode
analize 1l1 prorauni vjerojatnosti pojavljivanja slijedech hidrolSkih veli¢ina:

- maksimalni vodostaji

- minimalni vodostaji

- srednji godiSnji protoci

- srednji godisSnji volumeni protekle vode

- maksimalni protoci

- minimalni protoci

- maksimalni volumeni velikih vodnih valova

- srednji godiSnji pronos rije¢nog nanosa

- godisSnj1 volumeni pronosa rijeCnog nanosa

- maksimalni, minimalni 1 srednji nivoi podzemnih voda

Cilj vjerojatnosnih analiza je pridruziti bilo kojem promatranom mjernom iznosu
hidroloSke velicine (tj. slucajne varijable) vjerojatnost pojavijivanja upravo tog
promatranog mjernog iznosa



Formiranje skupova podataka za vjerojatnosne analize u hidrologiji

Za vjerojatnosne analize u hidrologiji biraju se 1z ukupnog fonda hidroloskih podataka oni
podaci koji su reprezentativni za problem koji se analizom treba rijeSiti:

Za analize srednjih voda biraju se srednje vrijednosti iz specificiranih vremenskih intervala
(npr. srednji godisnji vodostaji ili protoci).

Za analize velikih voda biraju se podaci samo iz domene velikih voda. U praksi se primjenjuju
dva osnovna principa formiranja reprezentativnog niza podataka o velikim vodama 1 to:

niz maksimuma - iz svake godine (j. specificiranog vremenskog intervala) bira se samo
maksimalan podatak (vodostaj, protok ili volumen vala velike vode — zavisno o problem koji se rejesava),

niz prekoracenja praga (treshhold princip) - iz svake godine (1j. specificiranog vremenskog
intervala) biraju se svi oni podaci koji su veci od neke odabrane vrijednosti (1j. praga vodostaja,
protoka ili volumena vala velike vode — zavisno o tome koji se problem rejesava),

Za analize malih voda biraju se podaci samo iz domene malih voda. U praksi se takoder
primjenjuju dva osnovna principa formiranja reprezentativnog niza podataka:

niz minimuma - iz svake godine bira se samo minimalan podatak (vodostaj ili protok — zavisno
o tome koji se problem rijesava),

niz podbacenih vrijednosti ispod praga (treshhold princip) - iz svake godine biraju se svi oni
podaci koji su manji od neke odabrane vrijednosti (tj. praga vodostaja ili protoka)

U hidroloskim analizama velikih 1 malih voda Cesta je potreba analizirati i njihova trajanja.
Razlog za to kod velikih voda su procjene Stetnih u¢inaka poplavnih voda, a kod malih voda
razlog lezi u procjenama Stetnih ekoloskih 1 egzistencijalnih u¢inaka uslijed pomanjkanja vode.



POVRATNO RAZDOBLJE HIDROLOSKE VELICINE

Definicija:

Povratno razdoblje nekog promatranog (konkretnog)
iznosa hidroloske (i/i meteoroloske) veliCine je onaj
vremenski period u kojem se taj iznos ili veci od njega
pojavljuje prosjecno, tj. prema rac¢unu vjerojatnosti,
jedan puta.

Tumacenje:

Ako je skup (1. vremenska serija) diskretnih podataka (7. mjernih
iznosa) neke hidroloske (ili meteoroloske) veli¢ine formiran tako da se
svaki podatak odnosi na jedno konkretno jedinéno vremensko razdoblje
(najcesce kalendarsku godinu dana) 1 ako svakom jedini¢nom razdoblju
(svakoj godini) pripada samo jedan reprezentativni podatak tako da je
ukupan broj ¢lanova skupa podataka jednak ukupnom broju jedin¢nih
vremenskih razdoblja NV 1z kojih su podaci prikupljent (npr. maksimalni
vodostaji iz N godina), tada vjerojatnost prekoracenja (#j. kumulativna
vjerojatnost) najveCeg Clana (x,) promatranog skupa podataka X i1znosi

F(X>x,) = I/N

(Jer ne postoji niti jedan clan veci od najveceg) pa kazemo da je N
povratno razdoblje (povratni period) tog Clana skupa, tj. N = 1/ F(X>x,)




Da je za najveci ¢lan promatranog skupa podataka kumulativna
vjerojatnost jednaka: F(X>x,) = I/N lako se uoCava ako promatrani
skup podataka sredimo po redosljedu opadanja:

X{”X) 2 X3 ceeenns > Xn.1~ Xy
N je dakle vremenski period u kojem se promatrani ¢lan x, 1z
skupa X pojavio jedanput.

Povratno razdoblje obicno se oznacavasa T, [ili P,]. Za prvi
(najveci) Clan niza je prema tome: T (x;) =N =1/ F(X>x,)

Ako dalje promotrimo drugi ¢lan po velicini (x,) u promatranom
skupu, taj je ¢lan jedan puta dostignut 1 jedan puta prekoracen u NV
jedini¢nih razdoblja (godina), pa je njegova vjerojatnost
prekoracCenja jednaka: F(X>x,)=2/N = 1/(N/2)

t]. dva puta je taj ¢lan dostignut il1 premasen u /N jedini¢nih
razdoblja, odnosno jedan puta u N/2 jedini¢nih razdoblja.

Dakle za taj je ¢lan povratno razdoblje jednako:

T(x,) =N/2 =1/ F(X>x,) jedinicnih razdoblja (godina).



Dalje, za tre¢i Clan po veli€ini biti Ce:
F(X>x5) =3/N = 1/(N/3)
T(x;) =N/3 =1/ F(X> x;) jediniCnih razdoblja, . ... 1td.

Opcenito vrijedi: T, =1/ F(X2x)

Povratno razdoblje je prema tome jednako recipro¢noj vrijednosti od
vjerojatnosti prekoracenja (kumulativne vjerojatnosti), pod uvjetom da je
promatrani skup formiran kako je navedeno (4. da se svaki podatak
odnosi na jedno konkretno jedincno vremensko razdoblje, i da svakom
jedinicnom razdoblju pripada samo jedan reprezentativni podatak tako
da je ukupan broj clanova skupa podataka jednak ukupnom broju
jedincnih vremenskih razdoblja N)

Npr. ako je jedini¢no vremensko razdoblje godina dana 1 ako za neku
vrijednost promatrane hidroloske veli¢ine (npr. vodostaj Save u Zagrebu
od 300 cm) vjerojatnost prekoracenja iznosi F(X>x)= 0,01 tada
povratno razdoblje te vrijednosti (4. za tih x=300 cm) 1znosi:

T = 1/0,01 = 100 godina.



Povratno se razdoblje ustanovljuje racCunom vjerojatnosti, pa
je prema tome to onaj vremenski period u kojem se
promatrani iznos hidroloske veli€ine ili veci od tog
promatranog pojavljuje prosjecno jedan puta.

To prakticno ne znaci da se u bilo kojem vremenskom periodu,
jednako dugackom kao 1 povratno razdoblje, promatrana
vrijednost hidroloske velicine mora obavezno i pojaviti.

Niti to nadalje ne znaci da se u takovom periodu promatrana
vrijednost ne moze pojaviti i dva ili vise puta.

Bit je u tome da se u povratnom razdoblju promatrana vrijednost
pojavljuje prosjecno jedan puta (npr. 300 cm vodostaja Save u
Zagrebu bi se u periodu od recimo 100000 godina prosjecno
pojavijivalo jedan puta u 100 godina, pri tom bi bilo nekih
perioda od 100 godina u kojima se prekoracenje tog vodostaja ne
bi dogodilo, ali bi zato bilo i nekih drugih perioda od 100 godina
u kojima bi se prekoracenje dogodilo 2 ili vise puta)



Vjerojatnosti prekoracenja koja je po definiciji jednaka recipro¢noj
vrijednosti povratnog razdoblja odnosi se na svako (bilo koje) jedini¢no
razdoblje (npr. na bilo koju pojedinacnu godinu), $to zna¢i da dogadaj
koji ima NV godiSnje povratno razdoblje ima u svakoj godini
vjerojatnost pojavljivanja ili prekoracenja F(X>x) =1/N

U hidroloskoj se praksi medutim ne rijetko ukazuje potreba da se
proracuna vjerojatnost (ili rizik) kojom bi se neki N godisnji hidroloski
dogadaj (koji ima godisnju vjerojatnost pojavijivanja F(X>x) = 1/N)
mogao pojaviti u nekom vremenskom periodu duzem od jedne godine.

Npr. ako se gradevinska jama za 1zgradnju akumulacijske brane na

vode 1 ako ¢e izgradnja brane trajati 5 godina, postavlja se pitanje kolika
je vjerojatnost da se 100 godiSnja voda pojavi 1l1 premasi u periodu
1zgradnje brane?



Zanima nas dakle vjerojatnost prekoracenja u n godina, tj. F(X>x) = ?
ZarjeSenje ovog zadatka polazi se od izraza:
F(X>x) + F(X<x) =1 (a)
F(X<x)=1- F(X>x) (b)
F(X>x) predstavlja godiSnju vjerojatnst da ¢e x biti dostignuto ili prekoraceno, a
F(X<x) je godisnja vjerojatnost da x ne ¢e biti dostignuto.
Po analogiji vrijedi: F(X>x), + F(X<x), =1 (c)
F(X>x),=1 - F(X=x), (d)
F(X>x), . . vjerojatnst da Ce x biti jedan puta dostignuto ili prekoraceno u n godina;
F(X<x), .. vjerojatnost da x ne Ce biti dostignuto niti jednom u n godina, #.
vjerojatnost da ce se bas svake godine u periodu od n godina desiti podbacaj

Prema definiciji slozene vjerojatnosti:  F(X<x),A = [F(X=x)|" (e)

uvrStavanjem (b) u (e) biti Ce: F(X<x),=[1- FX>0)]" (f)

uvrStavanjem (f) u (d) : F(X>x),=1-[1- F(X>x)|" (2)
prema definiciji povratnog razdoblja: F(X>x) = 1/T(x) (h)
uvrStavanjem (h) u (g) biti Ce: F(X2x),=1-[1-1/T |" (i)

U postavljenom primjeru biti Ce:

F(X>x);=1-[1-(1/100 )] = 0,049 = 4,90 %
Dakle, vjerojatnost da 100 godisnja velika voda bude premasena jedan puta u 5 godina
1znos1 4,9 % ; za jedan puta u 10 godina vjerojatnost iznosi 9,5 % ; za jedan puta u 50
godina vjerojatnost iznosi 39,5 % ; za jedan puta u 100 godina vjerojatnost iznosi 63,4 %



Proracun povratnog razdoblja i vjerojatnosti prekoracenja
ako je niz podataka formiran po principu prekoracenja praga

T(x):N. 1 F(XZx):%F(XZx)*
M F(X=>x) N
T(x) . .. povratno razdoblje
M ... broj ¢lanova niza
N ... broj godina (jedinicnih vremenskih intervala)
F(X>x)" . . . vjrojatnost prekora¢enja prora¢unata temeljem ukupnog broja ¢lanova niza
F(X>x) ... stvarna vjerojatnost da x bude dostignut ili prekoracen u jednoj (bilo kojoj) godini

(bilo kojem jedinicnom vremenskom intervalu)

ObrazloZenje:

Matematicki formalizam proracuna vjerojatnosti prekoracenja ne zna nista o tome kako

je formiran skup podataka pa se prorac¢unata vjerojatnost F(X>x)" odnosi na ukupan broj
podataka, tj. F(X>x_)"=m/M S obzirom na to, recipro¢na vrijednost tako proracunate
vjerojatnosti dala bi povratno razdoblje kao da je broj podataka jednak broju godina (%j. jedinicnih
vemenskih intervala). Time bi se dobilo vece povratno razdoblje 1 manja godiSnja vjerojatnost
prekoracenja nego u slucaju da je niz podataka formiran po principu maksimuma. Zbog toga je
potrebna korekcija izraCuna povratnog razdoblja 1 stvarne godiSnje vjerojatnosti prekoracenja na
nacin kako je to dano u gornjim jednadzbama




Primjer proracuna povratnog razdoblja i vjerojatnosti prekoracenja
ako je niz podataka formiran po principu prekoracenja praga

Neka ukupan broj ¢lanova niza prekoracenja 1znosi M=100 a broj godina 1z kojih su podaci
prikupljeni neka je N=50. Koliko je povratno razdoblje 1 godiSnja vjerojatnost prekoracenja
najveceg 1 drugog po velicini ¢lana u zadanom nizu?

Empirijska vjerojatnost proracunata temeljem svih ¢lanova niza iznosi:
zanaveéi €lan  F(X>x,)"=1/100=0.01 =1 %
za drugi ¢lan po veli¢ini: F(X>x,)" =2/100=0.02 =2 %

povratno razdoblje naveéeg ¢lana: T(x,) = (N/M)-1/ F(X>x,)"= (50/100)-1/0,01 = 50 godina
povratno razdoblje drugog ¢lana: T(x,) = (N/M)-1/ F(X>x,)"= (50/100)-1/0,02 = 25 godina

stvarna godiSnja vjerojatnost prekoracenja najveceg Clana:

F(X>x,) = (M/N) - F(X>x,)" = 1/ T(x,) = (100/50) - 0,01 = 1/50 = 0,02 =2 %
stvarna godiSnja vjerojatnost prekoracenja drugog ¢lana:

F(X>x,) = (M/N) - F(X>x,)" = 1/ T(x,) = (100/50) - 0,02 = 1/25=0,04 =4 %




KARAKTERISTICNI VODOSTAJI

EVYV — ekstremno (katastrofalni) visoki vodostaj

VVn — n godiSnji visoki vodostaj

NVYV — najvisi visoki vodostaj 1z nekog razdoblja

VV img — Visoki vodostaj nekog datuma

SVV — srednji1 visoki vodostaj (mjesecni; godisnji)

OV - obican vodostaj (vodostaj 50% trajnosti, medijana)
SV — srednji vodostaj

FV — najcCeSc¢1 vodosta) (mod, vodostaj najvece ucestalosti)
SNV — srednji niski vodostaj (mjesecni; godisnji)

NV 4mg — niski vodostaj nekog datuma

NNV — najnizi niski vodostaj 1z nekog razdoblja

NVn — n godiSnji niski vodostaj

ENYV — ekstremno (katastrofalno) niski vodostaj



KARAKTERISTICNI PROTOCI

EVV, — ekstremno (katastrofalno) velika voda
VV, — 0 godiSnja vielika voda

NVV, —najveca velika voda 1z nekog razdoblja

VV gamg — Velika voda nekog datuma

SVV,, —srednja velika voda (mjesecna; godisnja)
OV, — obicna voda (protok 50% trajnosti, medijana)
SV, — srednja voda (srednji protok)

FV, — najcesSca voda (mod, protok najvece ucestalosti)
SMYV, — srednja niska voda (mjesecna; godisnja)

MYV 44me — mala voda nekog datuma

NMV, — najmanja mala voda iz nekog razdoblja
MV, — n godiSnja mala voda

EMYV, — ekstremno (katastrofalno) mala voda



SVRHA PRIMJENE RACUNA VJEROJATNOSTI U HIDROLOGIJI

Osnovni cilj primjene racuna vjerojatnosti u hidrologiji je odredivanje vjerojatnosti 1

povratnog razdoblja pojavljivanja neke veliCine (hidroloske ili metoroloske) 1 to za:

- odabranu veliCinu (iznos) 1z niza izmjerenih podataka;

- zaneki veli¢inu vecu od najveceg i1l manju od najmanjeg izmjerenog podatka.
(kod analiza velikih i malih voda, kod analize jakih kiSa, maksimalnih i
minimalnih temperatura i td.).

ZarjeSavanje prvog zadatka Cesto se primjenjuju empirijske (kompromisne)
razdiobe vjerojatnosti (Hazen, Weibull 1 dr.), a tehnikom ekstrapolacije moguce
je pomocu tih razdioba rijeSavati 1 drugi spomenuti zadatak;

Za rjesavanje drugo-navedenog zadatka ¢eSce se primjenjuju teorijske krivulje
(funkcije) razdiobe vjerojatnosti, ali 1 prvo navedeni zadatak se sa tim krivuljama
uspjesno rjesava.

Najcesce se u hidrologiji primenjuju nesimetriCene teorijske krivulje razdiobe
vjerojatnosti (Pearsonove funkcije razdiobe, Gumbelova, Galtonova — log
normalana razdioba i dr.)

Gaussova (normalna) raspodjela se rijede koristi za odredivanje povratnih
razdoblja, ali se koristi za procjene intervala povjerenja.




Gaussova (normalna) raspodjela

Gaussova ili normalna raspodjele je matematicki odredena, simetricna, dvo-parametarska
raspodjela neprekinute slucajne varijable, zvonolika oblika.

Dobro aproksimira slu¢ajne pogreske.

Raspodjele meteoroloskih 1 hidroloskih veli¢ina naj¢eS¢e nisu simetric¢ne.

Normalna je raspodjela vazan ¢imbenik korelacijskih analiza, a koristi se 1 za procjene
intervala povjerenja, generiranja hidroloskih nizova itd.

Medusobne veze varijabli koje imaju normalnu raspodjelu su linearne 1 vrednuju se na
osnovu koeficijenta korelacije.

Kada su raspodjele nesimetri¢ne, podaci se mogu ‘normalizirati’ razliitim
Transformacijama, npr.: y=x* ili y=1In x, ili y =log x kojoj odgovara teorijska
log-normalna (Galtonova) raspodjela.

Prema Gaussovu zakonu, raspodjela gustoce vjerojatnosti je:

1 (x_xsr )2
p — e 207
) ON2r1

gdje je: m=3,14; o je standardno odstupanje; e = 2,718 (baza prirodnog logaritma),

a x,, je prosjek (srednja vrijednost) Clanova niza.



Supstitucijom u Gaussovu funkciju: Z =

dobije se standardna normalna raspodjela: Py = LY

Varijanca standardne normalne raspodjele je 6> = 1, a prosjek (sredina) je nula.
Vrijednost p,, maksimalne ordinate (zaz = 0 i ¢° = 1, tj. 0 = I ) je:

1

P = Tom

=0,399

Povrsina ispod normalne krivulje razdiobe vjerojatnosti jednaka je jedinici.

Ako se ta povrSina podijeli po sredini na dva jednaka dijela, tada se 50 posto
vrijednosti (#. ¢lanova niza) nalazi se u intervalu: x, - 0,67456 1 x,+0,6745c
Vjerojatno odstupanje, unutar kojega se nalazi 50 posto vrijednosti,

tj. ¢lanova niza, odredeno je izrazom: o,==%0,6745 ¢

Maksimalno odstupanje 6, je odredeno izrazom: 6,,, = * 30
U intervalu maksimalnog odstupanja (x,, - 36 1 x,, + 30) nalazi se 99,73 posto

pojava, tj. gotovo svi ¢lanovi razmatranog niza (skupa) podataka.



SVOJSTVA NORMALNE KRIVULJE RAZDIOBE VJEROJATNOSTI
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Neke karakteristicne povrSine ispod krivulje
standardne normalne raspodjele =
kumulativne vjerojatnosti

| a2 Karakteristicne povrsine ispod krivulje
F(X<x)=——|e ?dz standardne normalne raspodjele
e :[o pod]
/4 F(x,, -z26 <x< X+ 70)
0,6745 0,5000
1 0,6827
17 = 1,645 0,9000
F(X>x)= je 2dz ’ ’
N2 Y 1,96 0,9500
2 0,9546
Ove povrs$ine mogu se 3 0,9973
naci u tablicama 4 1.0000

statistiCkih priruCnika



INTERVAL I RAZINA POVJERENJA

U hidrologiji se Cesto definira vjerojatno relativno odstupanje za
interval (raspon) povjerenja u kojemu se pojavljuje 95 % podataka.
To odstupanje kod normalne krivulje razdiobe 1znsi: 6, =+ 1,96 o,

" 2
DI
i=1 xr

n

6, je relativno odstupanje: c,==

gdje je: Xx;1zmjerena vrijednost (iznos) Clana niza; x, je vrijednost izraCunata
pomocu analitiCke krivulje kojom se interpretira stohasticka zavisnost
niza podataka; n je broj podataka (clanova niza)
(npr. xX; mogu biti izmjereni protoci Q; pri raznim vodostajima, a X, su
u tom slucaju racunske vrijednosti protoka Q, prema protocnoj krivulji)

Intervalu povjerenja od 95% odgovara razina povjerenja a==5% (a = 0,05).
Razina povjerenja od a =+ 5 % je vjerojatnost da samo 5 % Clanova razmatranog
niza podataka lezi 1zvan intervala povjerenja od 95%, tj. raspona u kojem se nalazi
95% Clanova niza.



NEKE TEORIJSKE KRIVULJE RASPODJELE VJEROJATNOSTI
KOJE SE PRIMJENJUJU U HIDROLOGIJI

BINOMNA RASPODJELA

Diskretna raspodjela dana Bernoulli-jevom funkcijom:

adic ic: p()=()p'q""
X - slu¢ajna varijabla koja predstavlja broj pojava (povoljnih dogadaja)
u n nezavisnih sluc¢ajeva (eksperimenata, godina)
p - vjerojatnost da se desi neki dogadaj x pri jednom pokuSaju (godini)
q - vjerojatnost nepojavljivanja dogadaja x pri jednom pokusaju: q=1-p
n - ukupan broj nezavisnih slucajeva (eksperimenata, godina)

(’; ) - broj kombinacija u n slucajeva od kojih se x promatra u isto vrijeme,
tj. broj nacina da se x dogadaja moze pojaviti u n slucajeva (godina)

(n)_ n! _n(n=1..(n—x+1)
- x!(n—x)! - x!

p(x) - vjerojatnost da ¢e se u nizu od n slucajeva (godina) neki dogadaj desiti x puta
srednja vrijednost: x=pn ; standardna devijacija: o =+/p-qg-n

q—pr
C =

" Jp-gn

koeficijent asimetrije:



Primjer odredivanja vjerojatnosti pojave prekoracenja vodostaja

U razdoblju od N =40 godina mjerenja na vodomernoj postaji u Zagrebu zabiljeZeno je
28 slucajeva (u 28 god.) prekoracenja visokog vodostaja od H = 300 cm.

1.) Kolika je empirijska vjerojatnost p da se prekoracenje dogodi, a kolika vjerojatnost q da se
prekoracenje ne dogodi u jednoj (bilo kojoj) godini? :

p=F(X>x)=28/40=0,7 ; q=FX<x)=1-p=1-0,7=0,3

2.) Koliko je povratno razdoblje prekoracenja takovog dogadaja :
T,=1/p=1/0,7=1,43 = 1,5 god.,

t. prekoracenje se prosjecno dogada 1 puta u 1,5 godina

3.) Kolika je vjerojatnost da ¢e se u razdoblju od n = 5 godina prekoracenje dogoditi najmanje
jedan put? :
p,=FX>x),=1-[1- FX>x)]"=1-[1-0,7]5=0,99757=1

U razdoblju od n = 5 god. prekoracenje vodostaja od H =300 cm ¢e se gotovo sigurno
dogoditi najmanje 1 put.



Primjer odredivanja vjerojatnosti pojave prekoracenja vodostaja - nastavak

Kolika je vjerojatnost da se u razdoblju od 5 god. prekoracenje: ne dogodi,
dogodi upravo 1 put, dogodi 2 put, 3 put, 4 puta, 5 puta?:

Prekoracenje

. » varijabla 1zracun prema binomnoj razdiobi
ce se dogoditi

r(l;zlelac’}e)l;teadogdiﬂ) x=0 | 2=l -(hor 037 -00024 -02uve
I I I o TP
35?;& x=2 | p=()p'q""=(5)0,7>-03"=0,1323=1323%
gfgf =3 | =) =(3)07"-03* =0,3087=3087%
e x=4 Py= (Z )pxq"_x = (j)-0,74 -0,3' =0,3602 =236,02%

cetirl puta

upravo =5 po=(")pq" =(3)-0,7°-03° =0,1681=16,81%
pet puta




POISSONOVA RASPODJELA

m*-e™"
Poissonova raspodjela (grani¢ni slu¢aj binomne raspodjele): p(x) = '
x!

StatistiCki parametri:
sredina: X, =m ; standardno odstupanje: ¢ =m?%>
koeficijent asimetrije: C,=1/m%> mjera spljostenosti: 3 + C,
Za razne vrijednosti od x biti ¢e p(x) jednako:

x=0 : p(0)=em™

x=1 : p(l)=m-em

Xx=2 : p(2) = (Y2)'m?-e™

x=3 : p(3) = (1/6)m>e™  itd.

Poissonova raspodjela naziva se joS ‘zakonom malih brojeva’. Koristi se za slucajeve kada je
N vrlo velik a vjerojatnost p =m/N vrlo mala, dakle za analizu hidroloskih veli¢ina s
velikim povratnim razdobljima i malim vjerojatnostima pojavavljivanja.

Primjer: kolika je vjerojatnost da se 1000 godiSnja voda pojavi u sljedecih 100 godina? :
m=n/T=100/1000=0,1

- da se uopce ne dogodi :

- da se dogodi 1 put :

- da se dogodi 2 put :

- da se dogodi 3 put :

p(0) =em=¢e0l=0,9048 = 90,48 %
p(1)=me™=0,1- ¢! =0,09048 = 9,048 %

p(2) = (o)m*e™ = (12)0,12- e = 0,0045 = 0,45 %
p(3) = (1/6)'m3>-e™=(1/6)m3-¢%! = 0,00015 = 0,015%

T e e
|l
W N — O



Log-normalna (Galtonova) raspodjela

Galton je dokazao da se mnoge raspodjele vjerojatnosti mogu u logaritamskoj
transformaciji prilagoduti Gaussovom zakonu:

pri ¢emu je: y
y=Inx (x je varijabla)
Y, ---- Sredina od 'y

o, ... standardna devijacija od y

[zmedu parametara originalnog niza podataka x i 6, 1 parametara izvedenog niza y, 10,

2
X, . / o
postoji odnos: V, =In > - > 1 o, = |In(l+—-)
\ O, +xsr Xgr

StatistiCki parametri Galtonove raspodjele su:

koeficijent varijacije: ¢ = (effi _1)%
koeficijent asimetrije: C,=3C,+C’

medijana: x =e



PEARSONOVE FUNKCIJE RASPODJELE

z . o , . . . j(m—x)(a+bx+cx2 )dx
Opca (osnovna) jednadzba gustoce vjerojatnosti: p(x)=e>

Gdje su a, b, ¢ 1 m konstante. Kriteriji za odredivanje tipova funkcija su 3, 3, 1 k:

2
:77_3 J5) :774 k= ﬂl(ﬂ2+3)2
g n’ on 44, —3B,)- (2, —3B,-6)

N,,MNs; 1 M, sudrugi, treci i Cetvrti centralni momenti.

Osnovna jednadzba ima 4 parametra (a, b, ¢ 1 m), pa se prema njihovim vrijednostima
dobivaju razlicite krivulje. Sve su te krivulje unimodalne, tj. imaju jedan vrh (mod) u tocki
x = m. Zbog toga ove krivulje imaju veliku sposobnost prilagodavanja. Postoji 12 tipova
tih krivlja, a u hidrologiji se najcesce koristi III tip Pearsonove raspodjele kod koje je:
k=00 ,odnosno 2[3,=3,+6, agustota vjerojatnosti je:

X

X, ¢
p(x)=p,(I+—)"-e °
gdje je: m

c+l ©
c:i—l m=C.1 pozN- - ¢ F(c+l)=jxce_xdx=c!
B, 2 7, m e -I'(c+1]) a

Ova se Pearsonova raspodjela ¢esto koristi u modifikaciji Fostera 1 Ribkina.
Vise vidi: Prof. Dionis Srebrenovi¢: Primjena matematsko statistickih metoda u hidrologiji,
Sveuciliste u Zagrebu, 1970.



JEDNOPARAMETARSKA GAMA RASPODJELA

, . . . . . a-1 —X
Gustoca vjerojatnosti za ovu raspodjelu je: p(x) = F( ) e za x>0
p(x)=0 za x<0

gdje je: IN'a)= Ix“‘l e dx
Integral I'(a) konvergilga ako je x >0 1zove se gama funkcija od a.
Vrijedi: (=1 ; T@=@-1)I'(a-1) ; I'lo+l)=oa-T'(a)

I'(a) =(a—1)! ; I'(o+1) = a!

X, = 0 : o= il . C,=a? ; C,=2ql?

A £ (x)

1,00 &
0,75
0,50 -

0,25 -

Funkcija gustine raspodjele vjerovatnoce jednoparametarske
Gama raspodjele za razlicite vrijednosti o



DVOPARAMETARSKA GAMA RASPODJELA

1 ) _
xa 1'8 p

Gustoca vjerojatnosti za ovu raspodjelu je:  p(x) = ———
pT(a)
0<x<oo a>0 B>0
o p(x)=0 za x<0
adje je: r(a)zjx“—l ce dx i
Kumulativna funkcija‘vjerojatnosti je: F(x)= I e Pdx

"T(a)

Za dato a 1 gornji integral F(x) rijeSava se numerlckom integracijom

Karakteristicne vrijednosti raspodjele:

1,00

0,75

0,50

0,25 -

0

— R - ~=R.yl2 - — A .

X, =ap ; o=pa’> ; C,=a ;
'l
f(x)

a=2
-B=05
geq
B=2
e X
. : . : ! : — T . =

0 05 1.0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0

Funkcija gustine raspodjele vjerovatnoce dvoparametarske
Gama raspodjele za karakteristicne vrijednosti B i a =

Cs = 2.(1-1/2



